
���������
	��
��������	������
������	���������������� ��!"����	��#��	�	��
	%$'&)(+*-,/.
(+*�,10323457698
$�: 5<;>=? 5 .A@CBED &�(+*�,F0HG (+*-,

I�J ��	�� =? 5 �K�%� J �L����M��ON7�P��	���M����
����MQ	������R�������S����	T�������-�SU 5AVXW J �LUZY �T�
	���	[����M-����N7\
M-�K�]��	���^��-����M_�
�_� J �`�����a�����"����	�bE��N Vc �����-�TM��E����de	������R����������d<����Mf��	���M-�K�g���7b��hN��-�O�������
�����������7i���jk0ml�n�n_�
��Mojqpr0s n�n
n�d�	������R�t�g���7b��ON�\
d��O�
�_^u�%�
^-�[��������M_^�\_�S�������
�����
�X�����
N���M-�tM����v� J �`w�x"yL���
�[zE�
{
� V
|~}�����}��u���"�t���t���O�e���"���
�r�P�u�"�
�
|~}�}�����}
�����"�t���C���O�e�����-�����
�
�"�"���
|�������}��E���<�O���t�
|~������}R�� 
|����¡����}"}����1�e�O�
�t�
W J �K���
¢�������N��£�
���h�R��	����h¤¥�C\��������
�1N��7������	�¦¥§#& W I �7� J ¤¥�C\��������
��¨%©«ªeª9(¬$'�����
��	��O�tM�.gd"����N7N�� I �7��{`� J �`&�(f*-,��O¢��u�O	����h���"���/����¦ J �����­���_�
����N V c � J ��N7�R�����h���O�
N7�)� J �
	������R�����A�t�%�A�v� J �E�`� J �O\ J �Cb
���_���t���o����iO��	��X����Mo�v	[����{��S�
�¥����� VL® ��	��A��de¯��`� J �
¤��C\
�t�A�K���LN��������
	#¦¥§)& W ���-M-��N°d��
��M���^-���
�7�_� J �±&�(+*-, V
|~}����g²��E³E�����´²���³C�)� �Hµ����+�¶µ~�·�+���>µ~���·�1�������´µ¶¸9�[�·�[¹"º��
» �·�������<�v�e���e�1µ¶¼O½�¾C¿R�
|~}����g²��E³E���°��À��~����À�ÁC�����'�<���C�����Â}
���[²��C³E���E�"�/���<���C�H�1}�}R�� 
�t��Ã��"�eÄ������
|~}����g²��E³E���°��À��
Å �O¢���d�¯���� J �T¨%©~ªeªe(�d�����M_�
^��������v�a�[��&�(+*-, V
|~}����g²�ÆEÇ<³�³E�����´²�Æ�Ç<³�³C�)� �Èµ����+�¶µ~�·�+���>µ~�"���v�e�t�e��µ>¼�½�¾C¿R�
|~}����g²�ÆEÇ<³�³E���'��À-������À�ÁE���·�'�<�"�C�����Â}�����²�ÆEÇ�³"³E�����"�/���<���t�>�1}�}R�� ��t��Ã����9Ä������
|~}����g²�ÆEÇ<³�³E���'��À-�
*��Rd
� J ��¨%©�ª9ªe(É�K��Ê V Ë�Ì
Ë ���7�����/^u�
�A���O	/� J �
��¤��C\
�t�A�K���hN7�����t��	�¦¥§#& W �
�­� J ���¥M�������d
���T���O	������
�u&�(f*-,�$'�7�h���O	����·�
�u(+*-,f� J ��¨%©Qª9ªe(Í��� s V Î�Ì"Ï �����h�t��^R�O�A���O	g. V�Ð ����� J �
����{h� J �`��b
�
N��-���7�������·� J �±(q��	�z
�Eb­� J �
�7�_���
	�� J �T¨%©~ªeªe(k$'b"�K�S� J �`��	���{
	������/�A�������
�
���O�"��� I 	��7�A���O�v���XÑEw-Ò-Ó�Ô-w�d������)� J � I �X^u���O�
�����%� J �`���
� I �
��NKML¯��)�
�v� J �±����{��t.
d��a�
�K�/�t�
��\h�����A��� J � I � J �`¨%©�ª9ªe(Õ!"�����[z�N�\�N7�t��	����r� J �E��Öo0�$ s�×Os
×�s
× n × n × n × n × n × n × n".gd
���RM+� J �E�SØ�Ù_Ú«Ûq�
��MQØRÜ_Ú s nEÝ~^����A�K�O�
N7N�\X� J �E�T����N7\q� J �­¯R	��A�`� J 	��O�­�����������T�O�
�-�
��	���^��-���S���
��N7�������
	�N�\
dR� J �T������	A� J ���RM£¯��Þ� J �
���"��	��7^������TN��������
	�N�\
d�����Mq� J �S	����­�������7��{
¯�b����������E�)�
N7Nrß s nCà V
á�â°ã ä´å�æ�ç)è-é]ê�ë¶ì�æZí�ç�îAé�ï�ð
c ��� J �K�­�A�t�g���7���<d/����!"�����������
N¥M������7{����
�#�
¢-�u�O	��7�������[�Od/� V z V � V�ñ�ò
ñ�ó�ô°õÞöE÷qø
ñ�ù�ó�úûõÞü"ý d¥���
M-���h�����A��	[�E���tM����1� J �£�
¢-�u�
�����������
N�M��E�[�Q���±*����
�����
�~Ê V Ê V ¨%�E� J �O	��7��{�d/�
{��
�7�<d�� J �
M�������þ
|È�EÿCÇ��������������~���´�EÿCÇ����Z� �u�C�u�r���
|������~�EÿtÇ����Z���"�����-�E�
|~�����~�EÿtÇ����Z���"�����-���
|���¸
�C���È�"�´�CÿCÇ����Z���������-�C���

l Î



*"�[��	���^�\T¯��A���7��{±����	�����M�¨%©Fªeª9(Í���-M-��N-���%� J ��M��E�[��d I �7� J �
�-�r��	���M����
�����
�<d����­�
	[M-��	
�������-���O	�� J �±(q§#©���	��O� =� V
|È�EÿCÇr�~��� ²���ÆEÇ<³�³E�)�P�3µ����+�¶µ~�·��Çu���"�Z�°�>µ��������"¿���¸	�C���>µ�
g�EÿCÇ�
��

|H��Æ�Ç��g�������"Àr���EÿCÇZ�E�

��	��������� Ñ����ty�y���Ò�y��"Ó�w"w��! -x�w�"#��� Ó�$&%����tx�%-w('*),+*�Cw-%.�Ey�Ó�ÑEw0/1'32#46587�9�:

x1 <> 2    

0.0138 
61 obs

1

0 
19 obs

2

 height=2, log(p)=185.103

x1 <> 2    

x2 <> 1.6  

0.0138 
44 obs

1

0 
17 obs

2

0 
19 obs

3

 height=3, log(p)=206.764

® �7{���	�� s!; þ=<?>A@CBEDGF8F8HJILK�FNMLOQPRP!FNSUTVPWBJF8X�O8IVY�XWBEFNDEF8Z[SUX\BEP�F]<RMLDG^VIN_\OQP�MLSUX?K`IVDaBGP!F]Fcb3d	IVX!FNXWBESeMLf
Z�MgBGM!h*HGP!IjikSUX�Tmln�o MLX�ZpBEP�F?XqY�r�stF8D=ILKJIVs!HGF8DE_LMgBGSUIVX�HvuwMgBvBGP�F�fUFNMN_WF8Hjx ly SUH�BGP!F\IVX�Fzi{S BEPpBGP!F
r|Mgb3SUr�Y�r}fUIVT�~ �-�*MLstIj_WFVx

W J �)��	��O���/��	��#� J � I �­��� ® �7{���	�� s!; V·W J ���<d�������� J �)w�x"y�5]Ò���Ñ��tx� `�����R�g�����
�L���S�O	��t�E���
� � �
�-���7�­�
N<�O���RM-��M��E���%M-�t�A��{
�������X����� J 	��O{
���
�_��� =� V
|����¡���3�OÆ�Ç����-��À-�tÆ����g���u�L��¸
�t���<�o�EÿCÇZ���
Ñ	���
Ô��	 -w������Fw�"#���"Ò&��� � y-w��W�����1Ò���Ñ��Cx� ��! �4~y��-"�w��Cw���Ó	 uÑ
Ò-Ó
y�w�5Âx"y��!'-����%�Ó�Ó�Ñ��! -x��& ��	+(�! "y�Ô-wuÑ�$�"-Ó��.:�:��	�	 �Ò��CÒ���w#��Ñ
Ò-Ó
y�w�5Âx"y��g������%�Ó�Ó�Ñ��! -x�4& ��	+(�! "y�Ô-wuÑ�$�"-Ó���'��-2.�	�	 -Ò��EÒ���w���Ñ
Ò-Ó
y�w�5Âx"y��g4�����%�Ó�Ó�Ñ��! -x�:& ��	+(�! "y�Ô-wuÑ�$�"-Ó���'�7�'��	�	 -Ò��EÒ���w���Ñ
® �7{���	�� s Ì � J � I �/� J �`��������N���M,���­N7�-�O�������
����$'�O�7	[�
N����[.¥�����
��{��A�/� J �%�7�����-��N7�-�O�������
���
�3$°M-���[��.­�
��M~(q§)©«�R��	����7�����
�>$ =� . V Å �
���K�
� J � I � J �q�O���RM-��M��E���t�p���1��	��£�A�R�
�
�tM
�
���S	��ONK�E����b
�L���f� J �������ON�b
�t�OdZ�
��M�	��ONK�E���7b��­���+� J �v�7�����-������d·����N������±� J �O\��
	��L������	
���
	A���a���7���f^u�
���RM���	��7�t� VvW J �L��NK�
�O�7��{v�
���
�
��¯�{
��	[�E���7�����������
	±	��O{
���
�Q^u�
����M���	��7�t�%���
�v�A\����-�����É����	����K�
��N��
	���� � � �
�-���7�­�
N�M������7{���� V±W J �����K��M������7	[��^�N��±����	%�
¢-�R��	������O�"���
I �7� J w�x�yL���-M-��N���d��
�����-M-�ON������
��	A�[�������]\������������
N7N�\ J ��{ J � J ��	��­ß lCà V

Ê
n



|QÇ<³��-�����EÿCÇr�
�C���±ÇZ¸���µ���¹��1¸��Eÿ>µ>�9��º��
|QÇA���t�<�
Àr� ���R�
|H��Æ�Ç��ÞÇ�³��-�·�ÞÇe�E���
À��Â�������CÿCÇ��
�[Çe�C����À��

−2 0 2 4 6

−
2

0
2

4
6

x1

x2

® �7{���	�� s Ì þ���DEFNF8Z���� IVd3BGSUr|MLf�ONMLX�Z�SUZ�MgBGF=fUIqONMgBGSUIVX!H	�
� ~ O8SUDGO8fUF8Hc�Qh�SUX!d�Y!B fUIqONMgBGSUIVX�H	�R~ Z�ILBEHc�Qh�MLX�Z
<?>A@pBEDGF8F ly

® �7{���	�� s Ì �R�A�t��� J �Tw�x"y=5Py��"Ó�w�5Py��-"�wuÑ{5N��Ò±�����R�g�����
� V�� �-���
	������R�E����N7\�du� J �K���������g�
�����
�1���h���
� I �ON�N�M����O�����O�"���tMF����� J �v�O��	�	��O�"�Tb��O	[�A���
�F�
��� J �_w�x"yQ�R�
�[zE��{�� VfW J ���
� J �
��NKMv� J ����{��#���v���-����	��`b��O	[�A���
��� VÅ � I d¥� J �q��M����F�K������¯��L� J �£��	��O�tM~¨%© ªeªe( ���-M-��N°d���{"�����<d¥�7�´��	�M-��	­�������]�
�������/�����
��	A�[�������]\­���_� J �%��	���M-�K�g���7b�������	��'�
�O�����¥� J �����%��� I �O�
��M-�KM��E����M-�t�A��{
�_�R���7�"�[� V® ��	��7N�N����]��	�������b
������	��R�"�A��d-� J �%���
N�N7� I ����{��
�-M-�`{���� J ��	����
N7N�� J 	��O�`�
M��
�-����b
�`��������N��7��{
�A���E�����A���K�O��þZ§)ª9(Fd�§)ª�¦#d�
¡,¥¨�� V
|È�EÿCÇr�e�[²���Æ�Ç<³"³E�>���3²"��Æ�Ç<³�³C�)� �3µ����+�>µ´�·�+���>µ������1¸-�C���¶µ�
g�EÿCÇz
��
» �tÆ*�´µ>¼�½�¾C¿��Q�"À
�"ÿHµ>¼�½�¾C¿R�

® �7{���	�� s Ï � J � I ��� J �h�R�"�]���O	��7��	���	���M-�K�g���7b��S����	��'�
�
� V#W J �S�O	�	���	)����	A�'���
��dR���£� J �
� õaý���ô d����������
	���iO�t���R�"�]���O	��7��	���	��tM-�K�g����b
�����R�
�O	����
�7�"�]\`^�\S�%���
	�������!"�����"����N���� V *������
�
� J ���O�
�T^��7���tM�M������S����M���	��tM-�K�g����b
�#N7�-���E�����
�R�/�
	��#������M-�O�R�A��N7\­�����[z
�tM­�7��� J �%�������-�
�����
�O�
dC� J ����Ó���Ñ�Ñ��A������� J �O	Z�­�C\ J �Cb�����	�����^�N�� I �a� J � J ���������O	��R��N��������
� V �#�����
�-���7���
�K�Z�7�R�
	����
���¥� J �)w"x"y��ÂM-�
�'�
��Na�Zz��O	����ON������
����������N7����Mh���[��Ó���Ñ�Ñ-dE� V { V d�ÑCy��t �/ �65�� V �#	�d
� J � �	���W���S�h�O� J �-Mv�O�
�v^u�%������Mv�7�R�]�����
M V

c �v���O�O�
	[M������O� I �7� J � J �`§)ª9( �
N7{��
	��a� J �Xd-�O���RM-��M��E����N������E���7�����6��� I �7� J N��
	�{����A�
��	���M-�K�g���7b����O	�	���	 I ����N�Mh^u�����
����N7�tMX$'�
M�M-��M����"���%� J �)M-������{
�R.·���O¢�� V�W J ��������	����h�"�]�
N��7z��ON�\X���v^R�����+� J ���7�"����	��t�]���7��{_	��O{��7���<d�� V � V d�� J �S¯R	��A�%!"����M-	[���"� V�� � I ��b
��	�d�M-���h���
� J �¥	[���RM-�
�¶��������	��¥����� J �����	+��������#M-�-�
���h���"��dE� J �����K�����
���
N I �C\-�<� J ���O�
��� V &�������N7���

Ê s



|QÇ9�E���'��}������1µ¶¸·�g�R�q���<��²�����µ�
 �=
[�
|QÇ<³��-�����EÿCÇr�e�[²���ÆEÇ�³"³E�Z�����-�t��µ 
g�t�����"����� ���	�Z��
��L�<�-� �*���´µ 
[��
������J
E�
» ³����*�"Ã-��µ�
[À-ÃC��} 
[�
|QÇ<³��-�����EÿCÇr�e�[²���ÆEÇ�³"³E�Z�����-�t��µ 
g�t�����"����� ���	�Z��
��L�<�-� �*���´µ 
[��
������J
E�
» ³����*�"Ã-��µ�
[��ÀJ
��Q�"ÀÈµ�
[��³E�=
[�

x1

x2

z

treed GP LLM, z mean

−2 0 2 4

−
2

0
2

4

treed GP LLM, z ALM stats

x1

x2

® �7{���	�� s Ï þ
�	�������v@#IVHEBEF8DGSUIVD=rvFNMLX HEY�DEK`MLO8F������������*> ��<�MLZ�MLd!BGS _WF\HQMLrvd�fUSUX�T\SUr|MLTVF|K IVD�~ IVX�f !��
ONMLX�Z�SUZ�MgBEFzfUI3ONMgBESUIVX�H �
� ~ O8SUDGO8fUF8Hc�Qh�<?>A@mBGDEFNF y MLX�Z�SUX�d�Y!B]fUI3ONMgBESUIVX�H � ~ Z�ILBEHc�Qxp~`O8SUDEONfUF8HQ�ch#SUX�d!Y!B
fUIqOjMgBESUIVX�H �\~ Z�ILBGHQ�ch�MLX�ZR<?>A@ BEDGF8F ly

M-���R����M J �t�Cb"��N�\#���%� J ���
N�����������{����-� J �¥�
	��7{��7���
N
M-�t�A��{
�`���`� J �����-� �������O	����A������{)�
	��t�
��d
���RM������ J �`���A�����­�E���%�
� =� V

§)M��
�-����b
�Q���
����N7����{�b"�K�F� J �f§#ª·¦#d��
	X,/¨�� $'�
	v^R�
� J ._��N�{
��	��7� J �­�­��	��-�
����M��
���7����N��
	�N�\
d"���
N�N�� I �7��{S� J �±�A��	��'�
�O����� J � I �_��� ® �7{���	�� s Ë�V

" #%$�&(')$*&(+-, ./"102#%"43

5 �76 5 �Èß l
ÊCà`���£�������u�
	����tM3���_�
�H�
Na���O	����E���7b��£���´�A�����RM���	[M ¤�ªe§�*3�
��M3ª9§)©�§)¦98
���
	+�'�
�A��dh���-���
�­�E��������N�N7\3�������tM�dhN7�������
	f�
N7{��O^�	[�~	����-�������t� V ¦/��������	���M>�A�����RM���	[M
:;6 5 �7< 6 �
y������ud·� J �����q���-���
�­�E��������N�N7\1��������M~^�\ 5 �76 5 ����	��q�A��{
����{��
�"��N�\F�'�
�A����	 V c �
\
���_z���� I � J ���>= J ������N�	��t�
M-\­^u�O���vN�����z
�tM�������������MvN7�����t��	���N�{
��^�	[�±N��7^�	[��	������%$�� V { V d
�
� � �-�-.
d�� J ���F�
�
������N��7��{ I �7� J § W ªe§�*o�
�`M-�t���O	���^R�tM+^u�ON�� I d<�K�`�����R�
��������	�\
Ý@?]���A�
�����]�[��N�Ne�
���R�A���
N V §)���
�X�
Na���O	����E���7b������­N��7��z�����{�w�x�y����L§ W ªe§�*XM-��	��t�g��N�\
d��
���`�
����NKM
	��
�Â�
�
������N��_��N�N����A=FN7����z��7��{f�7����� 5 �76 5 �£����N7N�� I ����{+� J �£M-�-�
���������[�E���7�����
��� J �
=
I �O^����a��� VqÐ J �7N��L� J ���S�K�T��	�{
�R��^�N�\+^u���A�h���
N��-�����
���������
���
N7N¥���>=Q^u�O���O¯�����d�� J �������Az
�O�
�­��	��Eb
�)� J �
N7N��O��{
����{%���h�
�O�O�
����N���� J ���RM­�­�C\S	���!"����	��#�
M-���������A��	[�E���
	)$'	����
�[.���	���b��
��N7�tM-{
�t� V ª<����z�����{�w"x"y I �7� J 5 �76 5 �hM-��	��t�g��N7\L�K��M-�t���O	���^R�tM J �O	�� VW J 	��O�­�����A\Q�]���O���_$'�����������7��{�de�
���
�
��	����
d9\
�
� J �Cb��L��N�	��t�
M-\f�
�
������N���MF���RMf���-�
�A����N�N���M 5 �76 5 �CB,%�w�w"y �ED	D ����w�%�����w��	��ÑA5[ÑEÓ
Ô�"��t��$"Ó-""x#� 5Q #�
w-.�������MX���L^u�T�u�O	����
	��h�tM
^u�
���
	��%\
���������]�[��N�N�� J ��w�x"y������[zE��{
�)��	����Í���
��	[�
� V

s V ,/M-�7�¥��	���<E(q�
z
�ObE�
	�� V ¦/�
�����O�"�/���-��� J �)�O¢-���A������{GF�H7I;J 6��K: ��N7������d��
��M�	��O��NK�
�O�

Ê�l



|QÇ9�E���'��}������1µ¶¸·�g�R�q���<��²�����µ�
 �=
[�
|QÇ<³��-�����EÿCÇr�e�[²���ÆEÇ�³"³E�Z�����-�t��µ 
g�t�����"����� ���	�Z��
��L�<�-� �*���´µ 
[��
������J
E�
» ³����*�"Ã-��µ�
[��ÀJ
��Q�"ÀÈµ�
[��³u¸a
[�
|QÇ<³��-�����EÿCÇr�e�[²���ÆEÇ�³"³E�Z�����-�t��µ 
g�t�����"����� ���	�Z��
��L�<�-� �*���´µ 
[��
������J
E�
» ³����*�"Ã-��µ�
[��ÀJ
��Q�"ÀÈµ�
g�tÆ*�{
[�

−2 0 2 4

−
2

0
2

4

treed GP LLM, z ALC stats

x1

x2

−2 0 2 4

−
2

0
2

4

treed GP LLM, z EGO stats

x1

x2

® �7{���	�� s Ë þJ>AZ�MLd!BGS _WF HGMLrvd�fUSUX�T�SUr|MLTVF8H*K IVD ~ IVX�f !��aONMLX�Z!SUZ�MgBGF fUIqONMgBGSUIVX�H �
�\~ ONSUDEO8fUFNHQ�ch�<?>A@pBGDEF8F
y MLX�Z�SUX�d�Y!B6fUIqOjMgBESUIVX�H ��~ Z�ILBGHQ�cx[~`O8SUDEONfUF8HQ�ch�SUX!d�Y!B]fUI3ONMgBESUIVX�H��[~`Z�ILBEHc�Qh�MLX�Z <?>{@ BGDEFNF ly x �	�������
> � � � �����������������]x

�7� I �7� J þ
F�H7I;J 6��K: ��/�� 6;D y#��w�% D w-Ó D 5 �	6 5 � D ���	�&�������
y������ ���#�
������Ñ ���-��w�����Ñ
� �����­�C\����O�tM­	��O��NK�
�O�
���������
y��#���0�����
������Ñ�������w��-��Ñ�� I �7� J_I�J �E���Ob
��	/§ W �
ª9§#*1	��t�
���h������M��T���
	h\
�
��	 �%* V $P*��O� 5 ��6 5 �f&�,�§��#(q, V . ® ��	S�O¢�������N��
dr�7�
\��
��	S§ W ªe§#*o�O�
������N��������
�o�����
N���M-�tM ®ZÏ�Ï �A�����R��	A�td9\��
�Q���7{ J �S���O�tMQ���q�
M�M
�������#9�9�������Ñ���d��a�-\��
�%�
�
������N���M I �a� J �-� J 	��t�
M���dO\��
� I ����NKM#����{ J �<���������������
y��#���
����y-w���������Ñ ����y-w�$�9�9�������Ñ ���-��w�����Ñ�� V

l V ¦/���"�����"�����tM-�7������{L�A	[�K<�(q��z��ObE��	[� V §)M�M<þ
F�H7I;J � � 6 5 I ��/�� � D y���w-% D w�Ó D 5 ��6 5 � D �3 ��-�CÔ�Ò��

Ê V ,/M-�7�)�A	[�K<EN7������N�{ V J �
��M_�O�
�����O��Mv���-��N7��������Û"n 
�Û s þ
D���� Ò��-$��! ���� � = � F 5 � H
� Ò���$��3 ���� � = �	:;6 5 � � D

Å � I �A������N7\­�����A���
N7N�� J �#w�x"yL�����[zC�
{
���
�¥��������N V &��Ob��O	[�A�)� J �%��^u�Eb
���7�R�]��	����
�����
�������
M-�K���
^�N��%§ W ª9§#* V �)���<Y ������	�{��
�¥����	��
� �7���A���
N7N�� J �%���
�[zE�
{
� I�J �O�X\
���<Y 	��%M-�
��� V

Ê
Ê


